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5.5 % 2670 ≤We.
.1K/
C%   
 	 	  % %#   
   	 
 % 	 # H( 
 	 0  %  
  # 	 	  0















0 % We ≤Wec,
Δt
τfrag












 ,   

 A
  	 %#    % 




   	 7+" <<  /
P2  	
  	   
 	

	 0   	#	  # % 	  
  ( 
A 






  	 
 %
 
 	 $6&   






















(	 m = 3 






  	 	  5 	
%! 	 $6& 
 	  %   O  

 	  % 

# % 	 , %  
 	 	 
  ,   	

 % 
 5! (		  
 %  , 	 . D#
1P/   	  F# 






 U1QV 	 
 
 #!  
 A
% % 	 
#	 
 
# 	  % 	 -A
 % 

   	 $6& 




 % # 5 	 	 # M	N 



















% s < s ,
0 % s > s ,
.1Q1/
(	 v 
 s  	  
 % %  
 % %# 	
 α U−2V! γ U−1V  





































































exp(−t2)dt < 1 . .1QQ/

















  .1Q/1  	   





















We − 12− 1.9
(We − 12)1/4
)2/3








(	 We  	 0  % 
 % %# 	 
 % 	
$6&  	 
 % 	 
#	 
! (		  
-
 % 	 (	
# %  0 
#	
  .:
)# 	  
 % 	 
#	 
    
 %
  	  	   ! (		 ( 
  F#

 D	 URV!  	  
#	 
 (	 	  5 	 	 
  	  
















     	  % 	 5  # 	   # (	
	 % 	 	  % 	 %#   	 	 % 	 # 

5  	 ,':
	  % 
 ,! Q! (		 
 	 %# % 
 
	 ,  J . )	 P/  ( 

  	 
!  %
H(s,v, s,v)  
-
   	 5 
  
 % 	 

%# D 	 , %  	 
  

  (  	
,   	 5 
  










H(s,v, s,v)dv = gv(s,v, s,v)gs(s, s,v) .
.1Q/
C 	 ! 	 % gs 




! (	 gv  	  
 .
  &D/ % 	
5 	 5 
 
  &% UKPV  

  	 A 
.1Q1/ # 	  
-
  .1Q/ 
 .1QR/ 6
# % gv (	 	

 % F# 
 D	 URV! .1Q/! 	 % 
 
gv(s,v, s
,v) = δ(v − vfrag(s, s,v)) . .12/
P1  	




 	 	 %# %  
 % 5 s 
  v 	 	 
 

 	 	  %  5
	  % 	 
 ,  % ( ! 
Q = −Q− +Q+ . .1/
	 - ! Q−! J- 	  % 
 
  , 
  
  Q+
H 	 # %  
#	 




 % %# %J ! .1Q2/! 




Q−(s,v) := −νfrag(s,v)f(s,v) . .11/
  	 # % 
#	 
 % 5 s 
  v .(	 	 # 
ds× dv/   O  




# 	 5 s 	  % 
 	 	 	  5 
  













  .1Q2/ 
 .1Q/!  
%   		  "
	  % ( 
  
   J !  	 	# % 
 D 
!  	 	 	
! 	  %   
  
!
  	!   = C  ! 	  % 
 
 	# % 	 
 5 
  C   	 	  % 

  , % 	 J
  %       	#	  J% 	
 % ! 	 #  ( ( ! τ¯c UV!  
 (	
	 # 
  ! τ¯d . .1Q// 0	 	   	 

<







C ( 	 %(# # %  
7
8 C% Knd 	 1! 	 
 	 #	   
  	 # 	 % 	 






8 C% Knd  1! 	  % 
  

   







8 C% Knd  % 	 
 % 1 	 # (  
  % 

  % 	  
 % 	  

  			 
	 	 	














   
		  # ->%
C )	 K   	   
   
 
 	%  	 !

# % 
   

 F(!      


 	 	 
 .)	 P/ 	 	 % 
# 





  	  A 

 C   B % 	#	 
 # U! 11! 1V!  % UV    UP2V D   
  !  
 ( 
  *	 U1V! &% UKPV! "






	  % ( 
  

    	 

 ! b! 	  % 
 
! Δ! 
 	  0 ! Wecol
    	 # 
 
# % 




0 < b :=
L
Rs + Rb
< 1, 0 < Δ :=
Rs
Rb






(	 	    -
 
vcol := |vs − vb| . .1/
D 	 
- % L! Rs! Rb! vs 
 vb  D# 1K 	   	
 	 




  % 	 
# 
 # 	  	  0
 J- 	  % 	 % # 	  	 	 	 % 	

 
 	 , # 	  
#  , "A 
 

 U1! ! KRV 	( 	 	   
 	  0   

  
- - # %  	  	 # % . D# 1Q/
PK  	

























   




8 # % 








8   %(
   	#	 H!
7
68   %(
   	#	 	#!
768  %   .	#/
"	 % 	 # J    
 C    UKPV 
 O % !  
  	 H 	  
% 	   	  

  Ecoll! Ecoal! Eref 
 Estre!  

 % 	 

0 < Ecoll < 1, Ecoal, Eref , Estre ≥ 0 
 Ecoal + Eref + Estre = 1 , .1R/
(	 	 	# #    
 




$  	  % 
 ,! 	  % ! Γ(f)! (		


  	  
 %! f !  


  ( ! 











% 	  	   (		 
 % 5 s 




 % 	 
 %     % 5 s◦ 




















db ds◦ dv◦ ,
.1/
# 	  
  	#   = 	 5 




	  Γ+(f)  % ( !  % 	  
  H 

 % 	 
- ! 
Γ+(f) = Γ+ref(f) + Γ
+
coal(f) . .1R2/
	 -  J- 	 
 % 
 	# 5 s 
  v 

## % 	  % 
 	 # 	
 	 5 s◦ 
  
v◦ 	 5 % 
   
   	  % 
 % 
F(! 	  % 	 

 
  	# C  

  	 
 (









{(vs − vb) · n}n, s′s = ss ,









{(vs − vb) · n}n, s′b = sb ,
.1R/
(	 	  %  
 ! 
 	    ( 	
 % 	 
! n! 	  





















db ds◦ dv◦ .
.1R1/
C 	  (	 ( 
 
- ! 	 ( 
 A	 	 %
(# 5 
  
























0	 	 ! 	  %  
 (	  v∗ 
 5 s∗ < s! 
 

 %  v 







































  	   
 	

(	 	 	# %  . .1RP//
(s,v) =
(












! 	 	 %










 5! 	  
  	  	 ( C 	   (
 
 % 	#  












 	  
 %  H (! %# (
 −ex! (	
	 
U = −αxU ′, V = αyV ′ 
 W = αzW ′ U −1V .1R/
 	 
 −ex! ey 







M = (1− γ)M ′ U,#V . .1R/
	   (	    	  J % 	 
 % 	
# 
 	  αx! αy! αz! βd 
 γ  
  	 O % !
% ( 
 
 (!  % 	 
 
  % H
   	
(!   C   % 	  % 	 ! 	 	 
  	 	
 	 

  	 
    	  % 	
( C 	  %  
 (!   	 (  
 	 ( #	 





  	 ( 
 	 % % 	  	 ( 
 

( U! 1V C%  J
 - %  	 % %  (! (		   	##
 	,! 	 	# 	 (   	#
 UK2V C 	  	
	#    

  	 	, % 	 - ?   	,





UPKV D   (  	#  	 
  %
  + UKV C
	   ,
 	 	#  
 	 	 % 	 
 






( % 	 ( UV   
 

 % 	 	# 
   #
 !  
 , 
 C 	 (, 	   

     	 	#     




  )	 K 
 Q F(!  A 







 .1R/.1R/    % J 5
 
 % 5 d′ % 

d % 	#  

u = −αxu′, v = αyv′, w = αzw′ ,
d = βdd
′, m = (1− γ)m′ ,
.1R/
(	  
  	  	 	   u′, v′, w′, d′, m′ % 
 u, v,
w, d, m % 	# C% 	 
  
   	! 	 ! m U,#V!













 .12/  






  ( 	  % 
 % 
 % 	# )J !

 % 
 d′ . % s′/!  m′ 
  v′ = (u′, v′, w′)  	

 (1 − γ)/β3d 
 % 
 βdd′ . % β2ds′/!  m! 
  v =
(−αxu′! αyv′! αzw′)
&# 	  % 
 
 % % ( s′ 
 s′ + ds′ 

 ( v 
 v′ + dv′  f+(v′, s′)dv′ds′ 
 	 	  H
  
f r(v, s)dvds!  .1/   %
  	 	# 





u = −αxu′, v = αyv′, w = αzw′, s = β2ds′ .
.11/
C 	 J 	 	 % f (		   
  f r 






 	  
 % D 	 
 % 	
	# 
 	   % f r 
 f+  O # .11/2,3,4,5 
J .11/1  
 	 - % % 	 	# 















$ %!  	      	 	 % 	# (	 "
	
  	  	!  !   




  	  
  	
 % 	#   ! 
	 (!  #
  
     
 C )	
K    	
 (  
 	 




 	% ( 	  










 	  	 ##  % 	   %  	 

   % 	   
  
 	 	 %  	     

 	 
 C 	 %  % %  	 	   
   

   %
 	!  
- # 	
 
 	! ( 	 




  # ! 	 	 
   % 

= J . &"/ 	  ! ,  
 ! 
%!  !
! !   





   (
 %  J  A 	  
  %  
 D # 
 	 ! 	  % 	 	

   %   
  -
 	 J! %
A! 	
7
8 	  
 
  % 




8 	   
  





8        
  % # !
7
68  
 % - 5  	,   
	  	!  	  (		 (  #   	  % 
	 
 	%! 	 A 
 J %   	 

	 
   


  	 (, 	   )	  

	     











 % #	 H
  # 
  	 




+∇x · (ψu) = −∇x · (Φ) + Π + Γ , .P/
(	 ψ(x, t)   # 	  ! u(x, t) 	  
 Φ(x, t)! Π(x, t) 

Γ(x, t) 	 
# HA! 
 
   $ J  

 % 	 	   	 H( #  	     	
 . $ PP1/ C 	  
 ! 
 
  	  

  "" 	

F(! %  H( (	 	#	 
 <
  	  
   
 % 	 

 	 C
!  , 	 U! 1K! 1V  

	  
    #   
 % 
 	 , J 	
%( % 	 
    &" %  
 % C 	 	 %
-
 # 	  
 % #   

 C 	  %  
H(! 	  ! 5! !   	 	  % 	
   

C $ P1 	 
- %  
 % %  H(! 
 

 % .&D/!  # 
 	 ,  J 	    &"
% 	 &D  

 $ PP  

  	 
= 	 ( 










  # % (	 	  	









 %  .S966/ % DA UQV 
  
  UV  
  )	 K   $ PK 
 (	 	 	 

% #	 H( 
 	 H % 
  	 	 
 % 	 #
	
! -   & ./
$    	 A	  	#	 
# % 
  	 
% 
   #! 	 # H(   
  ! 	  ,!
! ! 	 ! !     	  

 	   % 	   , %  	 	
 % , J! 
  DA UQQV! 6 
   U1V!   U1PV!
  U1V 
 , UPPV! ( %
   	 #	 	  % 


	   	 
 

  J )	  
  	




- % 	 J 
 
  A 	 

% 	 , J  
  % UQQV! U1PV  UPPV
D(# DA UQQV!   	  % 	 ,  % 


	    #  $ P1 C  	 
   H(  $
 
  ∇x" 
  "   
  		 	 
   
(





    	
   K
P11 
 	 # J! 
 	 ,  J!  

 %  
 $ P1P
 !'  (	  )
	  % 	 

 	  # 	
  J 

  A  "A   	  




  .  /! 	 . /!  . 5 % 	

/ 
   

   
3 0 
 	




 %  #   C    % 

 ! x = (x1, x2, x3) 

#
  	 	   %    % 5
dx = dx1dx2dx3 , .P1/
u = (u1, u2, u3)
T
 	   
 ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξN)  	  (		 




  %   	 	   dx 
  	  
.	 /  du× dξ
f dxdudξ . .PP/
	 &D    
 J  C
    

  	  #
%  -  %  % 	 

 	 MN C   	( 
  	 
 
= % (	   !  
 







f(x, t;u, ξ)dudξ , .PK/
(		  	      x 
  t C %
UQQV 	  % 	 &D     
 	 %#  # 
 	  B  &D 	 J   %  	 


  	   C     
 	  # H(  	 

 D    	  	 
  %





    &" % 	 &D C   

 % 	












   C  % 	  .- /! 	  
	  .
 / 
     .	
 
 %	 / 	 









      
 	
 




B  	    (		  
  
   	 

 	










#  	   % H( C ! 

! 	
H(! 	 #    

   




 	  	  # H(  A	  

 	! 	 
# %  5

 




!   *	 = (		 

   
  	 9(   	 # 	 (		   	


  	 =   
 %! (	 	 5 % 	   %
	 






 	 H(  H( J H   

  
 	      J % 	  -
 %
	 H(!   
 # U1P! 1! PPV  "$ - UQP! K! KV    

  	 , J .PQ/ D(# 	 	 

  DA UQQV!  
 B  &D UQV % u 
 f ! 

  pu,f !  
  









u∗pu,f(u∗, f ∗)du∗df ∗ , .P/














u′ := u− 〈u〉 .P/


f ′ := f − 〈f〉 . .P/
	  








= 〈h(f)〉 . .P2/
D  ! A 
 ξ˙  
  

   u 
 ξ 	 
( 	  
 #  
 (	 	 
 % !  
 
 	 
-  .P/ 
 .P/ ( 	 
 % 	 	#	

 #  	  
#
 , J! 
〈uf〉 = 〈u〉〈f〉+ 〈u′f ′〉 . .P/
* #  #

= 
  	  HA! (		 

〈u′f ′〉 = −Dt∇x〈f〉 , .P1/
    	
   KP
J .P2/  
 .A % 	   	 #		
 
/ 	  
=
 ! Dt!   

  #  J % 	  , # 

 	  # 
 % 	 











= 〈h(f)〉 . .PP/
	  % 	  〈h(f)〉  # 

  	  F(! 
   J
 % % f  	  -
  	 
 % , 

 
  )	 1
 	  
	 # , J .PQ/  ( 
   H(! (	 	 
  	   	 




 ! θ 	  	# % 	    J  	
 F/mp! ! K! 
 	#! R! %  
!   	 

% 	 = ( 





   
  	 ,! Q! 
 ! Γ! %

 .  )	 1/ 0	 	 
! 	 , J %   
H(   ( 
∂f
∂t









(K(v, s, θ)f) +
∂
∂θ
(R(v, s, θ)f) = Q(f)(v, s) + Γ(f)(v, s) . .PK/
C ( 
 	 ,  J  0 URV 	 

 % 	 &D

f = f(x, t;v, s, θ) . .PQ/
   	  % 	 




  .1/ 
 .1Q/!  
  J .PK/! 
∂f
∂t











(K(v, s, θ)f) +
∂
∂θ
(R(v, s, θ)f) = Q(f)(v, s) + Γ(f)(v, s) . .P/
	  
## % J .P/ 
  
  	 %  # 
J .PP/  	 
 % 





 	  
 
   F(!  	 (,!
	   , 	 ∇x · (Dt∇x〈f〉)  .PP/  	  
( # 
 
 	 (  ,    	 
# % C 	 
(	   # H(  
   &$     % 	 # H( 

 % .
 	/! 	  #     
 
KK  	
      
 	
 
  F! 	 #   	 
# 
   	 % 
	 # H( 
 	 ##  -#     C% 	  # H( 


  *$  "$!   -
 #   ,(    
 
# 	  % 	 




! 	 H %  # H  
 (	 # $, 
  #
  % 	 #  C% 	 $,  %  
  %





 #  
   
 % 	 





 	  # H  	 

DX   UQV 
 <%   UKV 




 % 	 

 	 	 ( 	  %  


 #  	 	 
   J % #
 !
 
 	  % 	  &D (		 
 
  HA
F(!  	 (, 	  	 % DA UQQV  %(
 	 J %	
#   
 (	 "$ 
 *$ 
 % 	 # H(
 "' (	   )
	   
 	 ,  J .P/ 
  	 
# J
% 	   	
7
8 (	 
   U! 1V 	  % ##  	#
 	  	   

    







8 	  
 - % -# A	#! % A! 
=
5 





8 (	 	 	 %  
#	
   (	 	 C $  % 




     &"    

	 ,  J .P/  
 (	 	 
  Xchar
UV! Vchar U 
−1
V! Θchar U<V 
 Schar U
2
V! (		  	 #	!  !
 
 %  % 	 # 
  H(!   	 	 % 	
   

   C 

  	  -# 	
  % 
  	 B % 	 # F! Xchar  
-
 (	 	 5
% 	  
! Vchar 
 Θchar J 	  
   	
% -
 # H( 





∗ , x = Xcharx∗ , v = Vcharv∗ , s = Schars∗ , θ = Θcharθ∗ , .PR/

 	 




  	 #	  (
	 0  E	 #0%%     





    	
   KQ

 	 
 % % 	 #  






! (	 τg = Xchar/Vchar UV  	 	   % 	 # H( 	

 % % 	 &D  

 % 	  	 	  % 

 	 -  [x, x+dx]× [v, v+dv]× [s, s+ds]× [θ, θ+dθ]  	  
 	 
# 
  [x∗, x∗+dx∗]× [v∗, v∗+dv∗]× [s∗, s∗+ds∗]×
[θ∗, θ∗ + dθ∗] 	 















































charScharΘchar) D J .P12/ 	 
-
 % 	 





















 $, !   
 	 % ! 
  *#  	   % 	 
# %! τd!  
 	 %
 ! τev 
 τhe!  

 	   
 	 
#
   
-
  % 	 
  * #  

    %  	 
 %   	 
 %
	 # % 	 	 % ! He! 
 	 	  ! τhe!   % 	
 %
   
 	 
-  	 	 	 τev 
 τhe  

      	 D









    ( 
Q∗(s∗,v∗) := τgQ(Schars∗, Vcharv∗), Γ∗(s∗,v∗) := τgΓ(Schars∗, Vcharv∗) . .P1Q/

     *		  
K  	




-  .PR/.P/ 




















(Hef) = Γ(f) +Q(f) . .P1/
C 	 J 
 	 
 % 	 (, 	 ,! (·)∗! % 	 

  
 %  
 %  % 
 
   C%

 J  





  % 	 % 




 , ! Γ(f) 
 Q(f)! % 	   
-#  (		 	 	  	 % ! 
# %! !

 	#! # !  
 , % 




  .P1/.P1Q/   %   -#  
%     % H(  

      

 
% 	 % % 	 	  
 )J 	   
  	

= # %   H(
!! &&      & ./
* %  

  x 
 t! 	 &D  J .P1/ 	 - 
# %
%
!  	  ! vi (	 i ∈ [1, 2, 3]! 	 % ! s 
 	






  	  
  A -
! 	 	
  (  -
    A % f(x, t;v, s, θ) 	    (	
    %
 . *
A */ C 

!    
 -
  A % f(x, t;v, s, θ) (	 	  #	  

 )D&  	 	
  








  &" .P1/     %  &"N (		   ,
 (	 	
,(  	
 0	 	 	




 * 	 	 +











 	 .% %  $ P/ 	 	  
  	 ,# %
 ! 
 ! 	   
 	 kth   	

    xk!  vk! %  sk 
  θk "	 
 
  
# 	 	   % ! ! # 

  	 	 
 	  
 6	 1(. 
 /C  D	
 0	(
	 1(.  #D01.% >
 		
       	
   KR
 
 
# %! (		  















= −Ev(vk, sk, θk), dθk
dt
= R(vk, sk, θk), .P1/
% 	 % 	 Nd  .k = 1, . . . , Nd/ 	 , 
   	  


  # 	  (  UV   #  	 
%  
 , UKKV  
 	 H % 	 

 	  	 #
	! 	  J!  	 
 %!  %! !  !
   #
     % 
	 ##  ,# 	
    
   	 ,  
J .P1/ C  	 
  
 . &/ 	
 D 	 	

	 &D  A
    % & 
 %!
fPD(x, t;v, s, θ) =
Nd∑
k
wk(t)δ(x− xk(t))δ(v− vk(t))δ(s− sk(t))δ(θ − θk(t)) , .P1/
(	 wk  	 (#	 % 	 k
th
 	  % 	 A &D 
	 ,  J .P1/  
 T %  # T 	  J 




= (Γ(fPD) +Q(fPD)) |k . .PP2/





C 	 (,!   & 	
 ( 

  	   
  	 ;

.?"*&6*"! /! 	  




  )	 K 
 Q C  #

   M%N 
	
   #  %  





 	   ,	

	 	
 	  





 UR2V  QR 
    
 	 %#
 9( U12V! &( 
   UK1V 
     U1KV 	 	
  

 	 %(# 

7
8 "	   % 	 A   
   %  	
7



















8   	  	  




  	   
       	   

	   URV
7
68   
   
 	    	
 	 	 	  	 
URV
? ! 	 MA  	 	N  	   !    

(	 	 %  
 
(  
 	 	   	
,  (	  	  !      F(! 	 
  %  , 	  (  
  O  
C %! 	 A  	 	 	
 (   (
    	#
  UK1V
$ ./   
     	  
   	
  	 	
URV 
 	 %	   A
  	 (
    	 
 	    
	  !   	  
   URV 	 	
  ( %
	  % 	  ( .#  ( % ! !  %
! # 
  / %  	!     	  (
% # 
! 	 J   #  	  	
 .
/    5 
 	 A 	 = %  	
	    	 
   ?   	, % 	 	
 
  # %   
 
# 	   J (		
 	 # 
9
  	  	 ! 
 	  
 %  H( .% UR! RRV/!
	  	 # 
 
 	   ( H
 	  

 (	 ( 

 % $, J C 	 (H
 
    

 	  
 	 
- %    	 

 	 <% UPV 	 	( 	 	
 
    	 % 	 (,(   





   	 #  	       % 	 	
  	  
 	  )    
  





 -  ./ 0 

  	 
O 
  $ PP1 
  ,   
=! DX   UQV 
 <%   UKV 
  J % 	#	

  	  
  	 
    &D 

  
, UPPV 	   % " 	


































(	 v′ = (v−Ud)  	  H 













 %  	  

 C 	 % % ,  J .P1/!
 		
       	
   K
$(   	 &D  	 	 %
fﬁrst(x, t;v, s, θ) = n(x, t)δ(v −Ud(x, t))δ(s− s¯(x, t))δ(θ − θ¯(x, t)) , .PP1/
(	 s¯ 
 θ¯  	 # %  
  % 
    

 	  % 	 A &D  	 ,  J .P1/!
	  (	 1! s3/2! s3/2v 
 s3/2θ!  
 	 # % 	




+∇x · (Udn) = −ψn(Ud, s¯, θ¯) + Cn(Ud, s¯) ,
∂m
∂t
+∇x · (Udm) = −ψm(Ud, s¯, θ¯) + Cm(Ud, s¯) ,
∂mUd
∂t
+∇x · (mUd ⊗Ud) = −D(Ud, s¯)− ψmv(Ud, s¯, θ¯) + Cmv(Ud, s¯) ,
∂h
∂t
+∇x · (Udh) = −H(Ud, s¯, θ¯)− ψmv(Ud, s¯, θ¯) + Cmv(Ud, s¯) .
.PPP/
C 	 J! m  	 
  
 
 h 	 

	 % 
 D! ψ! H 
 C  	   % 
 %! !
	#!  
 , % 	 #
 
 -
!    	
  #   
-
    	!   	  "
	!  
  	   	 	   (		  J  	
 %  	  #  	  .M, N 
/ ? 	 	
	
! 	  J .PPP/ 
  
   . #

 /! 
  J % 	  % 
 
  	   
!
  	  % 	  " 	
 	 
 (  
  )	  
 (	 	 ( " 	 

  )	 K 
 Q
	  
.(  .  /    J %
n! Ud! 	 

   Rij(x, t) 
 	#	
  % 

 
 	    	  J 	  
  
  
   J 
 
#  	  A .6A(/

 	 ,( 	#	
  #  	  J
 






 % $ UQRV!
% A!  	 







(	 Kpq = (3/τd +1/τc)
−1Rpq 	 
  
 H( 	 
  #	 
% 	 J  




    ,  )!   










C 	 (,! 	 %    	
  	 
   #	
	    
 	 
 	 %  
   6 	


     % 	 &D A  A %    %  	
 	  % 	 &D (	   	 %!  
  
  # 
-
  







sKθLvivjvkf(x, t;v, s, θ)ds dθ dv , .PPQ/
(	 K! L 
 M  	 
 % 	  (	   	 %! 

  !   M #  (	 	  %  
 	
  #
 J % 	 &D     
   	 
-
  	 
 
 	  
  [K,L,M ] = [0, 0, 0] 
 [K,L,M ] =
[3/2, 0, 0]! % A!    	 .#/  
 .#/  %

      




   J! 	 %( % 	 # % 	




  	! 	 	  
 #  	 #
 ,  J
   % % 	   
 	 # % 	 %
  A
   %  % 	  #  	   J
 ! 	  J % 	 	#	 
     
 	 A
 	 
 % 	 	#	    	   ,(
   J  %
 % 

	   	
 .% 




 	 ,(    A
 C 	

 % 	 (,! 	 %   J
 
  	
  	 
  	
 	 ( 	  % 	 ,  J (	 #
	 # % 	 	   

>    	
 	!   % 	 ,  J
.P1/!  
  	 %(# A % 	 &D
fQu(x, t;v, s, θ) =
β∑
α=1
wα(x, t)δ [v −Uα(x, t)] δ (s− sα(x, t)) δ (θ − θα(x, t)) ,
δ [v −Uα] :=
d∏
i=1
δ (vi − (Ui)α) .
.PP/

$  	 		     *	  0
	 /

"   "    *	 
     	   "
 9D$ 
   

" 	  "   
	    9D$ $  B	
			"  !"     MK " (K = 0, 1, 2)    
	  	
	 0






  ( 	




 !	 	&  F	(F 			 #
 7" ??% 
  		
" 	 	 
    	  	
   	 
	 	 !	
    
 		
       	
   Q
F! β  	  % 
! d 	 
 % 	  ! wα(x, t) 	
(#	 % 
 α! (		  J
   # Uα! sα 
 θα  	 
  
 α!  
  0	 	 A  #  	
#
 ,  J 
 	 ,(    %
 
  % 	 (#	
 #
 
  	 
 	   	
 J % 	 (#	 




=  	 ( 	 (#	 
   
 F(!  % 	










(	  J  .PPR/ 

  x 
 t   C 	   	  




 #	   -
 	 (#	 
  # J .PPR/ 

	 ,(  	  %     J (3 + d)β! (		  	
 % ,( (#	 




  	 J
 	
 
 	 B % 	 #  
	  
  J  
 # (#	!  	  
UQRV C 	
  
! 	  .PP/ 
   	 	 % 	  
!
 	  % 	 
 % Ev(v, s, θ)! He(v, s, θ)! Γ(fQu)  Q(fQu) .
)	 1/ 




	 .S66/ ( - %
  R  6>(
U2V %     
## 	 	   % 
! 
!  
 , C  #  S66 ( 
  ,  





 	 ! Mk % 
 k = 0, . . . , 2β − 1 .β = 3, 4  5/ 	   %
S66  	  % 	 (#	 
  % 	 2β !  	 





  	 

= . &/ #	 .% UR! 1V/  
   
    % 	 2β
 J     ( 


 #  (		  	  
   	 # (#	

   	 T  	 A   T  
   	  
 ,
  	   J
	 




   	 .%  (
 UQ! R1! 2V/ F(! 	 	
  
   ./  A (
./   .% UPV/! (		      
!
	   	 A  ) *	#	 S66     
 	
% A % 	 ,  J .P1/!   	  A  

! % A! 	  %  
 UKV  	 ###

 ,# % 	 #     U2V
	








α=1 αf(xα)  *		 α  xα" 	

 
 	  
	"  	   B *"  !
Q1  	
      
 	
 





  6	 

DA UQP! 2RV!   J
 	
 	 !  ! 
   
   

 .% UQKV/ C
 % #  J % 	 

  # 	  & #	    ! &S66   J
M
 N % 	 (#	 
  %  
 α ? 	  (#	 
 
 	   
 # 	  & #	 %    A 
 .% UQRV/ %    C 	 A %  ! 	 
J % (#	 
     %
   % 	  J
  	  J % 	 
  %! 5! 	 
 

 % β 
 	 	  
 ,  % 	 
# %! !
 
 , % 	   J  
 %  




   
O!  ! (	 
 
 C 	  %
! 
 	 	 	 5 s = 0 	   
 % 	  
	  	 	  J % 	 5	
  M0,0,0(x, t)! (		
 	  % 
!  




  	( &S66 
 (	 	  % 
  s = 0!   
 	
  (	  	# 




#   	  
 Ev(s) C 	 !







(Ev(s)f(t; s)) . .PP/
  	   J! .PP/  
  sK 
 	 #
J  #
    










(Evf) ds , .PP/












sK−1Ev(s)f(x, t; s)ds . .PK2/
0	 	 ! 	 	 5 % 	 
   # 	  - !
J .PK2/  
∂
∂t
(MK(x, t)) = −δK0Ev(0)f(x, t; 0)−K
∫
R+
sK−1Ev(s)f(x, t; s)ds , .PK/









	 		 	  	
 3	     !
  ( 
	*	   	  	G
 
	
  	  	 
		
H"  
	    	 	  	 	 &!	
 		
       	
   QP
* A
! 	 -   	 #		
 
 % .PK/  5  % 	 
 J %  M0 C 	
   
 	 	 J Ev(0)f(x, t; 0)  
( J  %  0	 	 % % &S66 	 % 
	 
 
   s = 0    !  
 ! 	
   (
  	 5 )J ! 	 ,  Ev(0)f(x, t; 0) 
	  J % 	 5	
    
 # &S66 "A

# 	 A % 	   




   	 
O 
DA   UQV #











!   % 	  
 ,  % 	 (#	 
  D 	 
 
 %  5  	  	(!    ## 
! 	 	    
   %   

-# 	  	( 	 	 ,( ψ(x, t)     5! % 	 

 %  




U2V/ F(! DA   UQV 
 	 %  
  
 %
 	 - % 	  HA (	 &S66  
9










    
  	   % &S66  
 )D&  	 %(  







    	 ,(
ψ(x, t)  5! (	 6
 U2KV   ## 
	 #  % &S66 ( 	 
 %  

(		   
 F(! &B
   UP! PV 
 DA UQV % %
# &S66 % 
#  ) 	  .(	 #  A / 	 	

 	# % 	 (#	 




% % &S66 	  	
 	 %! 	     % 
 (	 ! ! #! # 
 , 
% ! 
  	 

 #   .%  (  >	
  UR1V/ C 	 -
 %  ! % A! :   UV 

&S66  
 	 ! #(	! ### 
 A
 % 
./    A
 	  H " % 	  % 	 "$
-
    &D  J &S66  
 UPV C )	 1
 
  ) ( 
-
        * &S66 
 	 =     






	 .S966/ ( 

   &
B
   UP! PV 
  -
  DA UQV 
     UV C (
%
    )  

 	  H( 	%! 	 
   J .P1/  	     C   S66

 &S66! 	 (#	 
 ! 
-
  .PP/!  
 % 	 

  	#	 # A 	 S966 #	  	! 	 
%   {M0,M1i ,M2ii,M3iii}  	 
! ei! (i = 1, . . . , d)!  
QK  	





  %  ( 
 A  	 
 ei
UV ! 	 
  
  %# 	 (#	 




   M2ij UQ! V

0	 ( 




   

 ) ! 	 	
   

 ( 
 9 # 	  & #	   	 (#	 
  % 	
  
  ( 	(  DA UQV 	  	 ( 
  
C 	 ! 	 # % 
 (	     
 	! %
!   	 A % #  
C 	 	!   % S966  

 	  	 	 %
DA UQV 
     UV C  	 

  ! M2ij  C
)	 K 	 	
 % DA UQV  A
   
 .  ( 
 
	 # 
  	 *	/! (	 % 	 	 %     UV 	

  %
  # 
3 	
  78 ( 	 
 %  
! 	
  	 
# !  
 ,    ) UPK! KPV C (
# ##
  >#!  
 (, U! V! # 
-

  ,   ! 6 
 ;






  5   &% 
 ;
 UKKV 
  UQV C 	 (,! 	
	 % &% 
 ;
 UKKV  
 	  
 % 	 	
  	!
	 
 % 	 %  [0, ∞)  Ns + 1 -A
  Ik = [sk, sk+1)
(k = 1, . . . , Ns)! INs+1 = [sNs+1, ∞) .(	 sNs+1 = 1/! 
  ! 	
A % 	 &D 
# 
fSec(x, t; s,v) =
Ns+1∑
k=1
1sk≤s<sk+1ak(x, t)δ (v−Uk(x, t)) δ (θ − θk(x, t)) gk(x, t; s) ,
1sk≤s<sk+1 =
{






















sKθLvivjvkf(x, t;v, s, θ)ds dθ dv .PKK/
   Ik UKKV 	 % gk(x, t; s)  A .PKP/  

 	 % 	 % 
 %  $ Ik &% 
 ;

UKKV  	 %
gk(x, t; s) = exp (−bks) , k = 1, . . . , Ns + 1 (	 bNs+1 > 0 . .PKQ/
	 
 	 	 A 
   - 
  %
 	  

  C 

!  ( 	( 	 	 # 
  
 
  D'	   ><" >+   
  
   
(
 
 	    	 #>//%  #>>C%  	







       	
   QQ
	 #  
    	 !  
  %

 )J ! 	  
  % 




k  (  # UKPV &% UKPV 
  UQV 
 	
	#	
 $6N!  	#	
   % 	 %  s 	 

	  .PKQ/ 
 	    *	 # 	 
A .PKQ/  	 A %    UV 	! 	  % 	 


  	(   A 
#   % % 	 
 %
	 B- 	  % bNs+1 > 0
	 , , % 	 $6 T   	  	
 T  	 

%  ak! bk! Uk;i 










k .i = 1, . . . , d/  	 



















% 	  Ik! k = 1, . . . , Ns +1 F(! 	 

 
 % 	 
#	 (  #  )	 K F! 	   	   

(	 A .PKP/  %
    

 	  % 
 UPKV
7
8 D  # 
 5!   #  (x, t) 	    	 #
 









f(x, t;v, s, θ) dθ dv
.PKR/

  	 # 













8 	  
  
 
 	 #  v¯(x, t; s) 

	 #  θ¯(x, t; s)  5   
! #
 % 	 
(x, t, s) 	  	  
    	 	   
 	
 ! 
v¯(x, t; s) = v¯k(x, t) 














f(x, t;v, s, θ) dθ dv .PQ2/

 A (	 	 %  ##  - 
C %( % 	 - (  	 	 $6   
   ) 	
   #- %   	   	 
 % 5 #
	 s = 1  #

Q  	
      
 	
 




 .$ PP1  PPK/ 	 	(! 	  % 	 " 	

  	 ,  J   % A  	 ## 	
 .$
PP/!  	 	 	
!    
   = F(! 	 




 % 	 

 H( . 
  )	 /
	  % 	  " 	
 .$ PP1/   	 
-
%    % 	 

 	 
 	 A %  

	   	    H(  (		 	 
 <

    
   )   	 " 	
 (		  
  	

 % 	 -
 # 	 
    	 
- %  

 	 
	 ( 	 
    
 	 ( A

   H(
UQ! KV 	! 	 
 % 	   
  
 (		
   , J!    
O  




  )= (	 	 ,
 % 	
 UV )
J ! 	  % 
  	  %  





 ! 	   # A

   

 H( C ! 	 J
 	
! S66 
 &S66! ( 


A %  
 
!    H( 9,! ! 
#
%!  
 #(	 % 

   	 	   


  % !     









	 S966 ( A 

  
 J  =
 

 H( C ( 	 
 %  =   	 
  	! 
 
  	##  5 " 
 !
(		   =  	  H(! 	   
 % (	 	
% % 	 	
 	 $6!  	 	 	
! 

 	  
 	
%   C  
 ! , 
  = F(! 	

      

 	 S966 
 	 $6  	

	     % % 	  H( C  	(  )	 K   	
	      	
 	  
 	! 	  

	 %   
 J  

!#  
  ) 0
C 	 (,! 	 %   	 
 % 	 

 	 ? ! 	 #
	    B   	  H( * #  % # H( 
  	 !  !  




  )	 K  !     
   	

 %  # % 	 # H(   	 # (	 
C 	  	 

 	 
 % #	! 
# H(  

 .$ PK/ (		   
 % 
# 	 #
    C 







 .$ PK1/ D 

   	 	 
 % #
    
   QR
H( 	 
  %





2 +	' 0 !3
	 	 
 %  #	 # H(  
  	













/V! - 	 h UL ,#−1V 
 	
  . %/ Yα UV  	 # 0	 	 -! 	


















+ Ug · ∇xp




+∇x · (ρgYαUg) = −∇x · Jα + Πα ,
α = 1, . . . , n . .PQK/



















V  	  ! #
!  
 ! ! 	 HA ! 
! 
= HA
 %  α  	 # A 
  ,  % 	 !
  D 	 
- % 	 ! Yα := ρα/ρg! 	   1 =∑
α Yα  
 (		 
 	  %  J 	 #
4 + n J 	   
  	  
! 





   	 J   D # H
! 	 
       ! p! 
  A  ! TE U−2V!

# 	 %  	 H
! 

T = −pI + TE . .PQQ/
*# 	 H
   (! 	 A     ( 
TE = ζg∇x ·Ug I + 2ηgE , .PQ/
(	 ζ U,# . /−1V  	   
 ηg U,# . /−1V 	 
   %
	 # 	  E U−1V  	 





(∇xUg + (∇xUg)T) , U−1V . .PQR/
 
@ 
 *	   	
  







 *	     " 	
 	 &	 	   	  

*	"        " 	 T = TT
Q  	




-! 	  ( % 	    ( 
T = −pI + ζg(∇x ·Ug)I + 2ηgE








	  % J .PQ/  	  ( .PQ1/  
 	  J
 %  
  	  $, J  # 	

 % #




 	   
   	  [v]!  [η]! 
[p]! # [g] 
 
 [ρ] D 	 J 	   
= #	
[x] := [η] ([ρ][v])−1 
 	 





 % 	 
  c U −1V  	 [c]2 := [p] [ρ]−1 0	 	

- 	 %(# 

















&#  J φ!  .PQ1/ %  
 
 
-# φˆ = φ/[φ] T % 





















Uˆg = −∇xˆpˆ + 1
Reg
∇xˆ · TˆE − 1
Frg
eg . .PP/
	 - % 	 J   
  B% 	  %  H(!
(		   % ( 6	  C 	  	 # p(t,x) = p0(t) +
p˜(t,x)  (
 
 	  p0 
     J .  	 J
% / %   




 J 	  
= (  
  H( D
  
  	 %  TˆE!  
 
 	  
.
   	 %	
 
 % .PP//  

 C% 	  
   #
	   	     

  	 % 
  	
	  
 C 	  	 H(  
   !  	  % 	
H(  
  	  	  #  % #	 
     
 	 	 H( 	   	
  
  
 H( 	  
 
   .&$/! #

 
    




 $, .*$/ 	
 .%  (  	
	
    U1V/
	 	 ,( HA  J .PQP/ 






 .D ( % 	 %/
q = −λg∇xθg .PK/

 .D,N ( % 
=/
Jα = ρgDα∇xYα , .PQ/
(	 λg U0 .</
−1








% 	  α  	 # 0	 	 
   H  	 	

 
= HA  .# 	 $ 




  >## UV
	 J  
  J %  % 	 	 
 	 	

   D 










(	 hα UL ,#
−1
V  	 	 %  α! hα0 UL ,#
−1
V 
 θg0 U<V 	 %
	 
  
 cpα UL .,#</
−1
V 	 - 	  %  α
	 	  % 	 # A  
 % cp =
∑
α Yαcpα 	 J %







(	 	  # ! R = 8.314 L .< /−1! 
 	  ! M¯
U,#
−1








V  	   %  α
C 	 # H(!    % 	 %(#   

7












 ρ =  ⇒ ∇x ·Ug = 0 
C% 	 H
  !   % 	  ././  %
! p   	

   (		  
  	  
 !  
 
% 	 H
  J .PR/   	 J %  C% 	 H
  

  	 	# %  
   #! 	 
 !
 #!   








 # C 	   p   J 	 	   

 #	
(	 	 	 M%N  ρg! Ug! h . θg/ 
 Yα 	 $,  
 	
 6	  A   %
  	 
 % 
 
 45	  
   
 0 

	   H# 	 # 	   (  #	! 	   (

 
  # 
 	 - 5 %  
 
  	 % % 

  ! 
 H( 
 (, 	 	# 	  -
 % 	 # H(
! 	  % 
     
 	 % ( 


 # 	    	 	 
 (		!    	!

  	 # % 	 # D 	  
 %   	
	 
  %     	 
 	 	 %
	 	   	 H
  	  J % 	 # H(  	 #
 A! 	
  $ PP1  %
 	 ( 	 








+∇x · (ρ¯gUg ⊗Ug) = −∇x(p¯) +∇x · T¯E









+ Ug · ∇xp¯−∇xq¯




+∇x · (ρ¯gYαUg) = −∇x · J¯α + Π¯α + π¯Y δα,fuel , .PR1/
(	 π¯m! π¯v! π¯h 
 π¯Y δα,fuel    
  
 % 	
! ! # 
 !   	 %( % 	 
 (	 	 
 	 	  % 
    	 	# %
	 %  ! A# 	 <, 
 δα,fuel  .PR1/ 	 
 	  % 	 
  
  ρ¯g! p¯! T¯
E
! q¯! J¯α 
 Π¯α H 	
 	 % 	 J 	   
-
 (	   	  %




 	 	  
  
 %  # # J ! φ! 

  
φ¯ = νgφ , .PRP/




 	 J  

  J C    	
#  %   J     
 ( % 	 55 	
 % % 	 
  
    .< 1.0.e−4/ # 	 !




    
   
 % 	 ! ! # 
  6




 	  
 % 	 

 	 C 	
  
 	 	 #
( 
 
 # 	  
   "  )J ! 	 " 	

J  ## 
 	 
 	 
  % J .P/ 
.PR1/ 	  % "" 
  J 	 ,
 % ##  	 

  	  J % 	 #  	 # 
   	
J % 	 














	 B % 	 (,   
! % ! 
 








% 	 ,  J .P1/ C )	 P 	  J ( 

  	 #	 	 % 
#   C (  
 	  
	   " 	
  	   	 ,  J .P1/  
% A  * (  	
  





 %  .S966/ UP! Q! Q! V (	 	 % 	
 	
 .$6/ UK! KK! P! ! RV 	 # "  	
 
  
 	  
  %   .! 
#! 	#/ 
 	
A % (   







 .S9$6/! # (	 	  	
 

 )	 P  	   
    J 
 	 	 J
	   
 F!  ( 
  # A &D  
 	

  	 A % &% 
 ;
 UKKV 
 DA UQV   
  UV (	   %   	
	 #  % 	 
  	 




















(Hef) = Γ +Q ,
.K/
 (		 	 	  
 % 	 
# %! ! 	 %!  

,  
   # C 	 (
! 	 % St(v, s)! Ev(v, s, θ)!
He(v, s, θ)! Γ(v, s) 
 Q(v, s)  

  ,( ? 	  % A 
	 &D   % % 	 

  (x, t, v, s, θ) ?   	#	 
P
K  	
     
 -# . *
A */  J .K/  
    	
 
O 	  	    % J .K/ 
7





8 	 	#	  	  
 . )	 1/
  % J .K/   #	 %(
 	  ( #
% 
O  ./ 
 ./ #  # % 
   	
&D
C $ K1! J .K/  %
     %   J
  (		 	  % 	 &D 

   




   	  % %  	 	  
 
  	 ,  J 	!  (  	(  )	
 	 	   % 	 &D  
 
 
! 	  	 
 	   

 % ! 	  % 
 
 
  	    	 

  % 	  

 
 	 A % 	  
 	  % 

 
! (	 	! 	  = 	 
   
 C 	 (,
	      %  #  %      	
&D % 	  C  
 
 	 ,(
# %  
  %
  O  
(  % ##     (	
	   A C ( 	(  $ PK1 	 	 # (
	 # 
 	 J
 	  	
   " !    % (		
 
 (
  % 	 &D (	 # 	 J C $
KP 	  J %  #   
  A# 	 &D
  ( 	      * A  % 
   	 	
%  
 	 ,(  % 	 ( A &D % 	
	   	 B % $ KK 	  % 	  

   
 J
  	 #	 % 	    
  	 % &% 
 ;
 UKKV 	 J
  .$ KK1/ % 	 S9$6
 A
 %  
 ( 
    	 	 % &B
  
UPV! DA UQ! QV 




=  	 ( 	 (#	 
   A
 * 	
( 	
   
  	 % 	 	
!   % 	 	
% DA UQV 
     UV   
 	 	 % DA UQV  

 
 ( * 	 	
 %     UV ( 

  	 	
% % UV    A
 	 	 
  %
  	 # 
C $ KQ 	 # ,  J .P1/ 
 	 
# 
 J  A -
!  	# A % 	 	   

 D ! 	 
   J (  

#  -& ./
	 % % 	 ,  J    J 
   	   % (	   	  ! 
 




   Q
 % ( 	  	  
     &" D!
	  &"  
  	 









  (		 	
  
-






 +' '  6	  ' 	
	 #  % 	  
    
-
  





θLvlvmvnf(x, t;v, s, θ) dvdθ , .K1/
(	 L 
 M  	 
 % 	  % 	  
  
!   C 

! M # (	 	  %  
 	
 % % 	 ,  J .K/ % 	  
  
  






















































8 	   %   J %(# % .KP/  
  




8 	 #  J .KP/   
  % 	  
	 	  
 . )	 1/ 




8 	   	 	  
    % % 	 #
 A % % 	 
 !
7
68 %  ( 	(    	    
  	 #
 (
   %
 (	  J 	 A	 - 
# %
%
 	  
   
 (	 	  	
 ,( %
)D& D 	 	
  -
 	   % %  
   
 
   
      	  	 
   AD3
  	
     
768 C 	 (,! 	 #  ! Ug(x, t)!  
   
    
   % 	 # H(
	  #  	 %	
 




















θL−1He(v, s, θ)vlvmvnfdvdθ . .KK/
*# 	  
 	  θ = 0 
 θ = +∞! 	 - #  	
#		
 



















































θLvlvmvn (Γ +Q) dvdθ .
.KQ/
$ # (  
  	 	
 
 %	   	 %	
 
 %
J .KQ/!    (	 	  % 
  	  -

.$ KQ/
 +' '  7 	




   ! 	  % % 	 % ! s! 	   %

C   	  %  	  !    % 
	 (		  	 %  	  
 	 % 	   
	 
! 
   &% 
 ;
 UKKV!  
 6 UV 
 
  URV! 	 %  [0, +∞)    (Ns + 1) -A
 ! Ik = [sk, sk+1)
(k = 1, . . . , Ns) 
 INs+1 = [sNs+1, +∞) (	 sNs+1 = 1! 
  	 -
 INs+1   (	 
  
 	 A
 	 5 % 	 #
 
 .	 s = 1/! 
   0	 	 
 % 	 %
! 	  %   %
 % 	  

  C 
#
!   Ik (k = 1, . . . , Ns + 1)  J
 (	  % 	 %








sKθLvlvmvnf(x, t;v, s, θ)dv dθ ds , .K/

 	
 	   	!    #/-%    
 	   	
 		 	
 	 




 C% H"  	
 

	 k   
	 Ik  
	 l,m, n   
	 
 vl" vm  vn
   
 R
(	 K  	 
 % 	  % 	 %  
 k  	  
A
 	 	   %   
   % % (Ns + 1) (	

#   % 

"J .KQ/  	 
  sK 
 #
 % sk  sk+1 %  


























































sKθLvlvmvn (Γ +Q) dvdθds .
.KR/
0	 J .KR/ 	 ,  J .K/  ( 





   
    F! ./  $ K11
	  
!   ./  ./ 	  	 B % 	 %(# 
#!  %




J .KR/ 	  

 	 - % 	   # ,
 
	 A % 	 &D 
   	%!  	 ! 	 A
&D  

 #	 (	 	  % 
  	 ( 	 
	   J 
  #	 	   % 	 S9$6
%
 . $ KK 
 )	 Q/

 . - 	 	     Ns 	  C  ?
  	
     
 ,8'  
 '- " !	
C 	 
 % 	 (, 	 &D  A
  




1sk≤s<sk+1 exp (−bk(x, t)s) δ (θ −Θk(x, t))
β∑
α=1
nαk (x, t)δ[v −Uαk (x, t)], .K/
(	 	 J









vi − Uαk;i(x, t)
)
. .K2/
C 	  % d ∈ [1, 2, 3] 
 	  %   
! (	
β  	  % J
 
    F! 	   

(  
  ( 
!  β = 2d (! 
Wβk = [bk,Θk, (nαk ,Uαk )], (	 k = 1, . . . , Ns + 1 
 α = 1, . . . , β .K/








  % 




 Uαk  Θk  	     Ik 
 bk  	 
	 
- 	 	 % 	 A %   Ik 	 ,( 

  	  % 
  . $ KP1/
	 	
 %(# % .K/  #

   # % 	 $6 


 & UKV! >
   UPV!  
 6 UV!    URV T 
 !   
  &% 
 ;
 UKKV T 
 	 S966  


  DA UQV 




   
 	 
- % nα1 (x, t) (	 w
α(x, t)! 	
J
 A .PP/  
 % A .K/ ) ! %
	  % Ns > 0! β = 1 	 A &D   	 
  &% 

;
 UKKV .  .PKP//
	 J
  % A .K/ ( 	 








=   
 
   

5   
 C )	 1   ( 
  (		 #
%  
! 	 
  B # . )/!   C  %
	  	 &D   


















$! C<   







     	 



















(	  Upk 
  σ
k
eq! ,( % , # 	 .% U1K! 1! R1V/ 	
  %  
 %  
  H( (	 	 
 <

   !   % 
  J C 	 (,! 	(! 	

    

   .Knd  #/  	   % 

  	 	  
 % 
#  fkeq F!  (
 

#  A 	   % 	 &D (	 	 J 

.K1/ D 	  % (! A .K/  #

   J

 %
*	  	    	  %    	 

 % 	  % % 	 J
  	 # % 	 	 
 	 H  





  	   % 	 

 
 C )	 P 
( 

 	 	 ,  J    	 

%   C%!  

!    
  	! 	
	   % 
    

  # -   	
 % 
 	  % 	   J 9 
# 





.k = 1, . . . , Ns+1/!   	 ( 	  % 	 
  	 ,(
 bk (   




k ! (		  
 	  %  
  % 
   Ik 	 A %
# 	 	  
  % 




 	 # 	 # % 	 	! A
UV - 	 A 	  	  % 	 
 

*# 	   	 A &D .K/   ,(! 	 	
 % f˜(x, t;v, s, θ)  	 # % 	   J .KR/

  	  HA MK,L,M+1k;lmni % 	 J  
   	  
,( !  J .KR/  
 	 A A % 	 
J  #  $ KQ1
 
	  +'
D 	  %    % !   
#   
% 	 ! MK,L,Mk;lmn 
-
  .K/!   	  -
 	  
 
% 
! n(x, t) U−3V   Ik !  
- % 	 &D!   	
5	
  M0,0,0k UV 	  
 % 













s3/2f(x, t;v, s, θ)dv dθ ds = McharM
3/2,0,0
k (x, t) , .KP/
(	 	  M
3/2,0,0
k UV  	 





V  	  
 % 
 (	 % Schar U
2
V  	 #

	 		    (	 

   	 [sK exp(−bks)f(· · · )]"




     









 % 	 
 J
! ρ!  
    	  -
	 Hk UL
−3
V   Ik  
-
  














k (x, t) + H0 ,
.KQ/
(	 	 % 	 H0 UL
−3
V 






V 	 	  
-




M0,1,0k  	 (     % 	  % 
  C 	 
-
	 - 	   
   

 % 	 
 ! θ




V! % 	 
   Ik  

  







s3/2vf(x, t;v, s, θ)dv dθ ds
= McharVcharM
3/2,0,1
k (x, t) .
.K/
	  J % ! ! 	 
  % 
  

%  %   F(!  	 
 % 	 (,  J! #	!
!  (  A




 	 (2+(1+d)β)(Ns+1)   	 A &D
.K/!   (2 + (1 + d)β)(Ns + 1)  	   	 % 	 -  %
  	 	 	
  J ! # (#	 UQRV

 	
 ( 	 J 









k;i    % 	  % 	 
?	( 	 ! ! 	 
       
 .
J .KP/  .K//!     #
 	 	  # (	
	  % 	 A &D! (	    D 	  
!




  ( 	  	 

     
 J 




 0	 	 
  




















(	 l,m, n = 1, . . . , d , l ≤ m ≤ n 




(		  6 

  %    
 .d = 1/! 12  %
( 
 .d = 2/ 
 22  % 	 
 .d = 3/  	 % 	
Ns + 1  C 	  %  
 
 ( 
 .β = 2/! 	  %
  J  	  %  F(! % ( 
 	 

	  %  A
 	 % 	  % β = 2d  	 ? ( 
  	 
  	 A % 	  %    	 %	

 DA UQ! QRV 	(
 	    % ! 
# 	 %	 
 -%	

 !   %
 % 	  % 	 (#	 
  
 Wβk !  
  UQV! 	 




  	   %
   #     %
J 
 	! 	   %   
  % 
 - DA
UQV 	 
    	     	 (#	 
  
   Wβk #    %  F  	 	 
 #




   	   
  F# 	 

 
!   %!  	  % DA UQV 
     UV!  

	  % 

 J
   .K/ 	 	    Vdk !
A 	 	

  !  
 C $ KK1 	  ( 


   






 	  %  .KR/ 
7
8 D  # 
 %!   #  (x, t) 	    	
# 













 	 #  θ¯(x, t; s)  5  

! #
 % 	  (x, t, s) 	  	  
  
 	 	  ! 
θ¯(x, t; s) = Θk(x, t) % sk ≤ s < sk+1 . .K/
7

8 D  # 
 %!   #  (x, t) !      	
	

!  . .K1//





vlvmvnf(x, t;v, s, θ) dvdθ ,
(	 l,m, n = 1, . . . , d , l ≤ m ≤ n 
 M = 1, 2, 3 ,
.K12/
% 	 	  	   

D'	   >+ 
    *   "  	 		   	(
 
 "  
( 
    
 	
R1  	




8 	  
 % 
 %  # 









f(x, t;v, s, θ) dθ dv , .K1/

 A (	 	 %  ##  -  	 
 B-
  	 A %    UV 
  	 
bNs+1 > 0 . .K//




	 ,  % 	 
  	
  	 #	 	  	
,(    Wβk .K/ % 	  Vdk .KR/ % ,(   	

! 	 











k ] (x, t)
sk+1∫
sk
sK exp (−bk(x, t)s) ds
.K11/
 
! (		 %( % 	  % 	 A &D .K/  	 
-
 % 	 #  MK,L,Mk;lmn .K/ 	 #		
 
 %  .K11/ ! 
#!  
 	%     	 	 ,(  % f˜ 
Wβk   J 

 % 	    Vdk (		  ,( % 
  !    
 

C $ KP 	  ( 	 	 	 	  bk   

  	  % 	 ,(  	 J 
 % bk  	 B
% $ KK 	 (#	 
  % 	  
   









	 %  [0, +∞)  (Ns + 1) -A
 ! Ik = [sk, sk+1) (k = 1, . . . , Ns)

 INs+1 = [sNs+1, +∞) (	 sNs+1 = 1 
 A# 	 % 
 %

   ( A % % 	 %
f˜(x, t;v, θ, s) =
Ns+1∑
k=1
1sk≤s<sk+1ak(x, t,v, θ) exp(−bks), sk ≤ s < sk+1 . .K1P/
C   % .ak   % % v 
 θ/ 	 	 ( 

  &% 

;
 UKKV 	  
 % 	  
  	    
	 % &% UKPV 	 
 % bk  
  	 %(# 


  : $ Ik    %  &  	 	 [0,+∞)  f(x, t;
v, θ, s)  	   	   

	 M0,0,0k  M
3/2,0,0
k  
  	   	

 RP
%'(&   	   		    bk ∈ R 	    f˜ 





































	  f        
 bk 	 	 	  







D 	 % % 	   *
A 9 C 	 % 	 %(# 
 	(
7
8 	 % gIk(bk)   
# 
   	  Ik
7






















	   



































k  ,( %   !    
 

 &  	  	 % 	 J! bk   %
   
C 	 (,! 	  -
   % 	 $*") ) 6	  UQ1V
 
! (		  
  	  % 	  	
 (	 	  
	  % gIk % - # 
 -   % bk (  HA
 % bk 	    %  # .  /  % bkT gIk




/ T 	 .A/  %  	 %	
 
 %
J .K1/  
O   (	 
    	  
RK  	
     

 (	 	 &D  
  %         
     #   




 bmax!  

 (		   
  		





!≤ (sk+1)3/2 − εmink , .K1/
(	
εmaxk = gIk(bmax)− (sk)3/2 
 εmink = (sk+1)3/2 − gIk(bmin) . .KP2/
C  gIk   (	 	  [(sk)
3/2 + εmaxk , (sk+1)
3/2 − εmink ]   (	
[(sk)
3/2, (sk+1)
3/2]! bk    	   A  
 	  M
3/2,0,0
k 






























 % 	 	
  	  Vdk  	 (#	! nαk !   Uαk 
 	  Θk

    	 J 	%! bk   J 








 % 	 (#	 
   	  Ik! (k = 1, . . . , Ns + 1) 
( 
















(	 l,m, n = 1, . . . , d , l ≤ m ≤ n ,
.KP1/
(	!   (	 Vdk  .KR/! V+d 	  

  	 5	
 
M0,0,0k  	 % 




	 A  bk
	 ,( (#	 
   
 %  .K11/ # 	
  V+d 




sK exp (−bk(x, t)s) ds]  (   % 0 ≤ sk < sk+1 








sK exp (−bk(x, t)s) ds
= ΘLk (x, t)
β∑
α=1






k ] (x, t)
.KPP/





  	 	  
  
 	  bkY 	! % 	
 Ik (k = 1, . . . , Ns + 1) 	 J
 
W+β = [Θk, (nαk ,Uαk )], (	 α = 1, . . . , β, k = 1, . . . , Ns + 1 .KPK/
  


















(	 l,m, n = 1, . . . , d, l ≤ m ≤ n, k = 1, . . . , Ns + 1 .
.KPQ/
C $ KP  ( 
 	     




 	    0	 	  	
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(Hef) = 0 ,
(	 t > tn, x ∈ L ⊂ Rd, v ∈ Rd, 0 < s ≤ 1, θ ∈ R+ ,
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f(x, tn;v, s, θ) = fn(x;v, s, θ)  L ×Rd × (0, 1]×R+ , .Q1/
f(x, t;v, s, θ) = fB(x, t;v, s, θ)  ∂L × [tn, t]×Rd × (0, 1]×R+ , .QP/




= 0  L × [tn, t]×Rd ×R+, .QK/
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(f) +∇x · (vf) = 0,  L × [tn, t], .QQ/
f(x, tn) = fnc(x)  L, .Q/




















(He(v, s, θ)f) = 0
 [tn, t]×Rd ×R+, .Q/





(f)− Ev(v, θ) ∂
∂s
(f) = 0  [tn, t]× [0, 1], .Q2/
f(tn; s) = fne(s)  [0, 1], .Q/




= 0  [tn, t]. .Q1/
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xαRi+1/2 := xi+1/2 −Δt
min(UαRi+1/2, 0)




x |i+1 + (xi+1 − xi+3/2)DUαx |i+1 , .QQR/
xαLi+1/2 := xi+1/2 −Δt
max(UαLi+1/2, 0)




x |i + (xi − xi+1/2)DUαx |i+1 . .QQ/
0	 	 
-! 	 HA φ−(xi+1/2, tn+1) 
 φ
+(xi+1/2, tn+1)  
  
# # .QQK/ 










x |i    
-
  % 	  % 

  % 


















 % 	 A   	  	 
DUαx |i = 12 (sgn(Uαx |i+1 − Uαx |i) + sgn(Uαx |i − Uαx |i−1))
×min
{
abs(Uαx |i+1 − Uαx |i)
(1−ΔxiDmαi /(6mi))Δxi
,















 	    










 	 	   % 	 
-
  .QPP/ 
 .QQK/.Q1/  %


    




|Uαk | ≤ min
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Ex. Wong & Chang
SM, all particles
SM, large particles
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Lagrange, α=0.5, β=0.7, γ=0.1
Lagrange, α=0.9, β=0.7, γ=0.1
Inlet
QBSM, α=0.5, β=0.7, γ=0.1
QBSM, α=0.9, β=0.7, γ=0.1


























QBSM, α=0.9, β=0.7, γ=0.1
QBSM, α=0.5, β=0.7, γ=0.1
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Lagrange, α=0.9, β=0.5, γ=0.1
Lagrange, α=0.9, β=0.7, γ=0.1
Inlet
QBSM, α=0.9, β=0.5, γ=0.1
QBSM, α=0.9, β=0.7, γ=0.1
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βd, γ) = (0.9, 0.5, 0.1)  (α, β, γ) = (0.9, 0.7, 0.1): Ns = 20  Nx = 100













Lagrange, α=0.9, β=0.7, γ=0.5
Lagrange, α=0.9, β=0.7, γ=0.1
Inlet
QBSM, α=0.9, β=0.7, γ=0.5
QBSM, α=0.9, β=0.7, γ=0.1
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